Appendix 37.A: Strukturuntersuchung mit

Kleinwinkelstreuung

Vorbemerkung:

Die Bestimmung der Struktur komplexer Materialien oder supramolekularer Komplexen mit
Streumethoden ist eine mithsame aber unausweichliche Aufgabe der Materialforschung und
der Biophysik. Die Aufgabe wird nur dadurch etwas vereinfacht, dass die physikalischen
Grundlagen der Streuung von Neutronen (engl. small angle neutron scattering (SANS)), Licht

(small angle X-ray scattering, SAXS)) oder Elektronen denselben Gesetzen geniigen.

Der entscheidende Punkt ist, dass die Streuung der Wellen durch das Material alleine durch
lokale Fluktuationen der Dichte bestimmt ist. Dies wurde erstmals von Smoluchowski (1908),
Einstein (1910) und Zernicke (1915) erkannt und theoretisch begriindet. Diese internen
Schwankungen in der Materie lassen sich jedoch iiber die Theorie der Schwankungen mit
phidnomenologischen Parametern korrelieren, So erhilt man beispielsweise die Kompressibilitiit
aus den Schwankungen der Dichte oder die chemischen Potentiale der Molekiile (¢ = %)
in einer Losung aus den Konzentrationsfluktuationen. Eine knappe aber gut verstindliche
Darstellung der Lichtstreuung findet man in dem Ubersichtsartikel von Brunner und Dransfeld
in dem Buch Biophysik von W. Hoppe et al (Springer Verlag 1983). Wir werden diese Methode

daher nicht weiter behandeln. Wir konzentrieren uns hier auf die Darstellung der Grundlagen



der Kleinwinkelstreuung mit Rontgenlicht und Neutronen. Diese ist als Hilfe bei der Losung der

Ubungsaufgaben gedacht.

Zur Darstellung der Theorie der Kleinwinkelstreuung definieren wir in Abb. zuerst die Streuge-
ometrie. k?) und k? sind die Wellenvektoren der einfallenden und der gestreuten Welle. Die Am-
plitude zweier interferierender Wellen, die von verschiedenen Stellen des Materials ausgehen,
ist durch deren Phasendifferenz ¢ bestimmt. Diese ist durch die Differenz der Strecken OP-OM

bestimmt und ist daher:

27‘( 57 > 5o .
A = 7(”12]60 — rizks) = ri2gsin(6) (1)
wobei 1, der Radiusvektor zwischen den beiden betrachteten Punkten ist. Diese Gleichung gilt

ganz allgemein und man nennt den Vektor § den Streuvektor.

Wellenvektor k=2m/A
Phasendifferenz:OP-OM

| kK | =21 A7 'sind

Figure 1: Abb. 1: Zur Definition der Streugeometrie. Die Betrige der Wellenvektoren ko und &,
sind gleich 2%. Man beachte, dass man die Ebene senkrecht Differenz kj - kz der Wellenvektoren

als eine Spiegelebene betrachten kann.



Kleinwinkelstreuung sphérischer Partikel: Das Guinier Gesetz

Wir betrachten zunichst die Streuung einer Suspension von Kugeln homogener Elektronen-
dichte . Die Streuamplitude besteht aus dem scharfen Reflex Beitrag des Primaérstrahls und
dem gebeugten Wellen. Wenn die kolloidalen Partikel voneinander unabhingig sind, hat die

Amplitudenverteilung der gestreuten Welle die folgende Form:

F(g) = f " MpPexp Py )

mit |g| = ‘;—”sin(e)

Man nennt F(g) auch den Strukturfaktor. (2) folgt aus dem ersten Schritt der Abbe’schen
Theorie der Abbildung. Die Streuamplitude in der Zwischenbildebene ist proportional zur
Fouriertransformierten der Dichteverteilung des Materials. Wenn die Partikel in einem Medium
der Dichte py eingebettet sind, ist die Amplitude proportional zur Differenz der Dichten der
Partikel und des Mediums: Ap = pg — p(7). In der Neutronenbeugung bezeichnet man Ap auch

als Streuldngendichte (engl. scattering length density).

Wir betrachten zuniichst den Grenzfall sehr kleiner Streuwinkel g — 0. Fiir diesen wird ¢ ~ 1

und es folgt fiir die Streuamplitude:

F(0) ~ f ) Ap(PDdPr=<Ap >V 3)

[

wobei V das Volumen der Kugel ist. In der Regel betrachtet man die normierte Streuamplitude:

fffv Ap(PDeTd>r
) = 5
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Wie in §10 ausfiihrlich begriindet wurde, bestimmt man im Experiment den differentiellen Streu-

querschnitt. Dieser hat die Form:

j—;’V = N < Ap* > V2 £(q)? 5)

Diese Gleichung ist das zentrale Ergebnis der Streutheorie.

Die Guinier-Niherung

Die zentrale Aufgabe der Kleinwinkelstreuung ist die Bestimmung der Dichtverteilung der
Partikel mit inhomogener Verteilung der Atome durch inverse Fouriertransfomation der Gle-
ichung (4). Wie im Fall der Rontgenbeugung an Kristallen ist dies nicht generell moglich, da
die Vorzeichen der Amplituden die zu einer beobachteten Intensititsverteilung beitragen nicht
bekannt sind. Noch problematischer ist, dass man nur die Projektionen der Dichteverteilung der
Partikel in Richtung des einfallenden Strahls messen kann. Falls die Teilchen kugelsymmetrisch
sind kann man das Problem 16sen, da man die Vorzeichen der Amplitudenverteilung kennt, wie

wir im Folgenden sehen werden.

Befinden sich in der Losung N Kugeln, so ist die gesamte Streuamplitude der Losung N f(g).
Wenn die Dichte homogen ist, kann das Integral leicht umschreiben, indem man Skalarprodukt
gr durch gr - cos(0) ersetzt und iiber den Winkel von —7 bis +r integriert, wobei man beachten

muss, dass das Volumenelement di® = r?sin(0)d0d¢dr ist. Man erhilt dann:

R .
f(g) = 4n f p(r) S 2 ©)
0

qr

Die gestreute Intensitit ist daher von der Form:

I(9) = f(g)’ (7)



Fiir homogene Kugeln kann man das Integral relativ leicht I6sen und es ldsst sich mit einiger

Miihe zeigen dass die Streuamplitude die folgende Form hat (s. Aufgabe 37.3 und 37.4):

_ 3(sin(rq) — qr - cos(qr)

f(q) @)

8)

Wir betrachten nun zwei wichtige Grenzfille: gR << 1 und gR >> 1:

Das Guinier-Gesetz

Es folgt aus der Betrachtung des Grenzfalls sehr kleiner Streuwinkel gR << 1. Wenn man die
rechte Seite von Gl. (8) bis zu Glied fiinfter Ordnung entwickelt, erhélt man fiir die gestreute

Intensitit:

1
I(g)=1- §<qR)2

Dies ist aber die erste Ndherung einer Exponentialfunktion der Form

I(q) = exp™34®” 9)

Diese Gleichung hat eine anschauliche und iiberraschen einfache Bedeutung, wie folgende Be-
trachtung zeigt: Die Struktur und GroBe eines Teilchens wird in der klassischen Physik durch

seinen Gyrationsradius R, bestimmt. Dieser ist wie folgt definiert:

R - fffR f(r)r“dr3
& fffv E(ryr2dr?

wobei &(r) die Verteilung der Dichte innerhalb des Teilchens ist. Fiir kugelférmige Teilchen

(10)

homogener Dichte folgt:



Fiir eine Kugel hat diese den Wert R: = 2R” und das Guinier Gesetz wird

I(q) = exp™ 39k (11)

Aus dieser Gleichung folgt eine sehr einfach Regel zur Messung der Gyrationsradien der
Teilchen. Man trigt [n(I/(q)) als Funktion des Wellenvektors g auf und erhélt den Gyrationsradius

aus der Steigung der Kurve im Bereich ¢ << R™!

Das Porod Gesetz

Im Grenzfall sehr groBer Streuvektoren gR >> 1 erhilt man:

9cos*(qr)
I(g) ~ 2225190
() @

Die Streuintensitit fallt also sehr schnell, d.h. mit der vierten Potenz des Streuvektors ab.

Das Guinier Gesetz des Grenzfall gR << 1 gilt fiir jede Form der streuenden Partikel. Ander-
erseits hdngen die Streukurven mit zunehmendem Streuwinkel immer stirker von der Form ab.
Dies eroffnet die Moglichkeitm auch etwas iiber die Form der Partikel zu lernen. Dabei geht
man wie folgt vor: Man startet von einer wahrscheinlichen Form und berechnet die Streukurven.
Dann verfeinert man das Modell so lange, bis die berechnete Streukurve mit der gemessenen

iibereinstimmt.

Der Atomformfaktor

Setzt man in die Gl. (6) die Elektronendichte ein, so ist das Integral Atomformfaktor. Er
bestimmt den Beitrag der Atome zur Intensitit der gebeugten Wellen. In diesem Fall ist der

Normierungsfaktor des Nenners gleich der Zahl der Elektronen des Kerns.



Eine Anwendung: Messung der Massenverteilung in Partikel mit sphérischer Symmetrie.

Das Wunschziel der Streuexperimente ist die Messung der Dichteverteilung p(r) in den Partikeln.
Dies geht nur dann wenn diese nur vom Radius r abhéngt. In diesem Fall kann man p(r) durch

inverse Fouriertransformation von Gl (6) gewinnen:

p(r) = fom 612qu (12)

(2m)? qr

wobei wieder |g| = 2 sin(6) ist.

Bei der Bestimmung von p(r) macht man von der Kenntnis Gebrauch, dass die Amplitude bei
Erhohung von q bei jeder Nullstelle das Vorzeichen wechselt. Es entsteht daher eine Folge von
Maxima der Streuintensitiit, deren Abstand im Fall der Kugel durch den Kugelradius bestimmt
ist. Besitzt der streuende Korper eine innere Struktur, so wird die Verteilung der Maxima auf
charakteristische Weise modifiziert. Der Experte bekommt daher schnell eine Vorstellung von
der Form und der innere Struktur der Objekte. Abb. aus dem Artikel von Svergun und Koch [1]
zeigt einige charakteristische Streukurven. Sie zeigen wie sich die Streukurven verdndern, wenn

man die Gestalt der Kugel @ndert.



I(q) relative Einheiten ————»

q (hm-1)

Figure 2: Abb 2: Charakteristische Streukurven /(g) fiir verschiedenen Typen von Strukturen,
modifiziert nach [1]. Die Abstinde der Minima liefern die charakteristischen Dimensionen der

Korper

Eine sehr elegante Anwendung der Kleinwinlelstreuung zeigt die Messung der Dichteverteilung

in Lipoprotein-Partikel in Abb. (modifiziert nach Laggner, P. et al [2]).

Die Lipoproteine (Low density lipoproteins und high density lipoproteins) sind quasisphérische

Partikel, die eine zentrale Rolle fiir den Transport von Lipiden, Fetten und Cholesterol in Zellen



dienen. Sie bestehen aus einer Kapsel aus Lipid-Protein Membranen, die mit den hydrophoben
Fetten (Triglyzeride) und Cholesterol-Estern gefiillt sind. Sie werden von spezifischen Zell-
rezeptoren erkannt und ihre Endozytose erfolgt iiber ummantelte Einstiilpungen und Vesikel

(coated pits).

Abb. zeigt die Messung der Streukurven und die daraus bestimmte Massendichte. Man erkennt
sehr deutlich den zwiebelartigen Aufbau der Komplexe. Bei der Korpertemperatur 37 °C wird die
schichtartige Anordnung der Fette und Cholesterolester aufgebrochen, wie die abrupte Anderung

der Dichteverteilung oberhalb 21°zeigt.
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Figure 3: Abb 37.A3:a) Mittels Rontgen-Kleinwinkel-Streuung (XANS) bestimmte Streukurven
humaner Lipoproteine fiir verschiedene Temperaturen. Die gestrichelten Bogen zeigen die Max-
ima und Minima der Amplitudenverteilung. b)Aus den Streukurven bestimmte Verteilung der
Elektronendichte (untere Bilder) und den daraus abgeleiteten Modellen der Lipoproteine unter-

halb und oberhalb der Umwandlung des Kerns.

Kleinwinkelstreuuung stibchenformiger Molekiile

Viele biologische Makromolekiile wie Aktin und Mikrotubuli sind stibchenformig. In einer
sehr umfangreichen Arbeit hat Porod die Streuamplituden fiir solche Partikel berechnet [3]. Fiir
unendlich lange Stiabchen mit dem Radius R (ohne periodische Strukturen in Richtung der lan-

gen Achse) berechnete er mit Hilfe von GI. (6) folgende Gleichung fiir die Streuintensitit /(g)
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abgeleitet:

L <’
Ig) == (13)
q
Ap ist die Differenz zwischen den Elektronendichten des Objekts und der Umgebung im Fall der
SAXS und der Differenz der Streuldngendichten im Fall von SANS. Der Gyrationsradius ist in

diesem Fall durch die Léange L des Stidbchens bestimmt: Ri, = %

Der wesentliche Unterschied zur Guinier-Gleichung fiir Kugeln besteht darin, dass /(g) aus zwei

Faktoren besteht: Der GauBfunktion und dem sogenannten Lorentzfaktor ;_r

Kleinwinkelstreeuung diinner Pliittchen und diinner Schalen

Fiir den Fall sehr diinner Pléttchen (der Dicke d) wurde von Porod die folgende Amplituden-

verteilung abgeleitet:

el
f(q) = i—’jd”"( D)

- (14)
2

Um den Unterschied zur Kleinwinkelstreuung kugelformiger Teilchen herauszustellen, kann man
die rechte Seite der Gleichung wieder nach qd entwickeln und erhélt nach einiger Umrechnung

die Gleichung

2d
I(g) = %e_”(qd)z (15)

Der Gyrationsradius eines Pléttchens der Dicke dist R, = R, = V12d und man erhilt wieder ein

Guiniergleichung fiir Plittchen und Schalen der Form :

id

2
I(q) ~ %e—(ng)z (16)
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Der wesentliche Unterschied zum Streugesetz der Kugel ist wieder der Lorentzfaktor der nun die
Form 2‘]—”2 hat. Zur Messung des Gyrationsradius trigt man nun das Produkt 1(g)q* als Funktion

von q auf.

Anwendung der Neutronenkleinwinkelstreuung

Im Fall der Rontgenbeugung muss man die Elektronenverteilung kennen, um die Streufunktio-
nen zu berechnen und mit Modellen zu vergleichen. Zur Neutronenbeugung tragen vorwiegend
die Protonen bei, weshalb die Methode fiir Untersuchungen biologischer Materialien besonders
attraktiv ist. Ein Nachteil der Neutronenbeugung ist jedoch die geringere Auflosung. Dieser
Nachteil wird durch die Moglichkeit der Kontrastvariation kompensiert. Da die Neutronen nur
durch die Fermi-Kontaktwechselwirkung mit den Kernen wechselwirken, kann die Dichte als

Summe iiber §-Funktionen darstellen

N
p(?) = % Z b7~ 7) (17)

Dabei ist bi die Streuldngendichten der Kerne. Der Vorteil der Neutronenbeugung liegt an den
stark unterschiedlichen b-Werten fiir Protonen und Deuteronen und dem negativen Wert fiir
Protonen:(by = —0.374 - 1072 cm , bp = +0.667 - 107'?). Da die anderen Hauptbestandteile
biologischer Materialien (O, C, N und P) Werte zwischen 0.5 und 0.9 - 1072 cm haben, kann
man durch Mischen von H,O und D,0O die mittlere Streuldngendichte des Losungsmittels an
den Wert der Proteine, DNA und Lipide anpassen und so einzelne Komponenten der Materialien
beim Streuexperiment ausblenden. Die mittlere Streulingendichten der Lipidmolekiile werden
bei ca 10% D,0O-Anteil gleich dem des Wassers. Bei Proteinen und DNA erfolgt die Kontrastan-
passung (engl. contrast matching) bei einem D,0O-Gehalt von 40% und 70%. Kennt man die
ungefdhre Struktur der betrachteten Molekiile, so kann man deren Streuldngen abschitzen und
die Streukurven berechnen. Durch Vergleich berechneter und gemessener Streukurven lisst sich
das Modell schlieBlich sukzessive verbessern. In den Zentren fiir Neutronenbeugung gibt es fiir

die Auswertung der Streuexperimente ausgefeilte Programme, die dem Nutzer die Datenanalyse

12



erleichtern.

Von den zahlreichen Untersuchungen der Struktur biologischer Membranen seien nur drei
Beispiele erwihnt. Eines ist die Untersuchung der Struktur der Virenschalen und deren Mod-
ifikation wihrend der Reifung und aufgrund des Ausstoles des Genoms. Dieser Fall wird in
Aufgabe 35.4 ausfiihrlich behandelt. Als zweites Beispiel betrachten wir kurz die Bestimmung
von Phasendiagrammen der Lipid-Legierungen und schlie3lich die laterale Aggregation von Ak-

tinfilamenten.

Bestimmung der Membranstruktur und der Lipid Phasendiagramme

Die Streuung an Suspensionen von Vesikeln ldsst sich auf der Basis des Kratky-Porod-Modells
schichtartiger Strukturen analysieren, um die Dicke der Membranen zu bestimmen. Um
Phasendiagramme von Lipidmischungen zu bestimmen, deuteriert man eine der Komponen-
ten und versucht den Kontrast der Membranen durch Einstellung des D,O-Gehalts des Wassers
anzupassen. Gelingt dies, so sind die Komponenten ideal mischbar. Im Zustand der Entmis-
chung kann man den Kontrast einer der koexistierenden Phasen kompensieren, aber nie beide
gleichzeitig. Durch Messung des Kontrasts als Funktion des D,O-Gehalts des Wasser kann man
die Phasengrenze fiir jede Temperatur bestimmen. Das Verfahren ist sehr mithsam. Es ist aber
sehr empfindlich und hat aber den Vorteil, dass man Phasendiagramme im thermodynamischen

Gleichgewicht bestimmen kann [3].

Feinstruktur der Aktinbiindel

Experimente mit geordneten Stibchen und Demonstration der Attraktion geladener

Makromolekiile durch zweiwertige Ionen (s. Kapitel 36)

Um die Feinstruktur langgestreckter Objekte mittels Kleinwinkelstreuung zu analysieren,

13



muss man diese orientieren. Da man die Strukturfaktoren in Richtung parallel und senkrecht
zur Lingsachse messen kann, lassen sich durch die Biindelung induzierte Uberstrukturen

beobachten und analysieren.

Eine interessante Anwendung ist die Untersuchung der Struktur von Aktinbiindel, die durch
Vernetzer oder zweiwertige Ionen gebildet wurden (s. Kapitel 18). Die ladungsinduzierte
Biindelung ist ein schones Beispiel dafiir, dass sich geladene Stidbchen in Gegenwart zweiw-
ertiger Gegenionen anziehen, entgegen der Erwartung nach der Debye-Hiickel-Theorie. Im
folgenden beschreiben wir ein schone Experiment von Angelini et al. [5]. Die Filamente wurden
in Kapillaren orientiert. Um lange Filamente zu erzeugen, wurden diese mit dem Pilzgift
Phalloidin stabilisiert (s. Kapitel 18). Bei niedriger Konzentration zweiwertiger Ionen (Ba**)
bilden sich schwach gekoppelte Biindel, wihrend die Filamente bei etwa 30 mM kondensieren.
Die zweiwertigen Ionen bilden dann eine periodische Anordnung in Richtung senkrecht zur
Liangsachse. Um die elektrostatischen Kopplung zu optimieren, bilden die Filamente eine
superverdrillte Struktur. Dies bestitigt die in §36 diskutierte Theorie der Attraktion der

Polyelektrolyten durch Ladungsfluktuation zweiwertiger lonen.

Abb zeigt das Beugungsbild eines geordneten, aber noch locker gepackten Aktinbiindels, sowie
die Intensitédtsverteilungen I(q) in Richtung senkrecht und parallel zur Léngsachse. Die Streukur-
ven in z-Richtung zeigt eine 13:6-Symmetrie. Aus dieser erkennt man, dass die Ba-Ionen in 6

Cluster angeordnet sind und die Aktinfilamente eine Superhelix bilden.
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Figure 4: Abb. 37A.4. a) Rontgen Kleinwinkelstreuung (SAXS) von schwach gekoppelten
orientierten Aktinbiindel. B, C: Intensitdtsverteilungen in radialer (g,) und tangentialer Richtung
(g;). D) Modell der durch Ba**-Ionen kondensierten Filamente. Die griinen Punkte zeigen

die strukturierte Ladungswolken der Gegenionen. Man beachte, dass gilt: g = 4T”Sin(é’), qr =

gcos(§), q. = gsin(§)
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